Monoenergetische Behandlung des Neutronen-Transportproblems in Brennstoffproben und Wigner-Seitz-Zellen by Kuesters, H. & Ott, K.
März  1 962 K F K  106 
Institut für  Neutronenphysik und Reaktortechnik 
Monoenergetische Behandlung des Neutronen-Transportproblems ' 
in  Brennstoffproben und Wigner-Seitz-Zellen 
H. Küsters und K. Ott 
Sonderdruck aus 
„Nukleonik", 4. Band, 2. Heft, 1962, H. 91-102 
Springer-Verlag, Berlin . Göllingen . Heidelberg 
KERNREAKTOR 
Bau- und E:.?:-i. 1. ~ - O e s o l ! s t : ; n ~ ~  m, b,H, 
Verwaiiung cior ZentraibUchstrol 
Monoenergetische Behandlung des Neutronen-Transportproblems in Brennsloffproben 
und RTigner- Seitz-Zellen 
,Lw L) +4"3 
Von H . ~ U S T E R S  und K ~ T T  - 
(Aus dem Institut für Neutronenphysik und Reaktortechnik des Kernforschungszentnims Karlsruhe) 
Mit 13 Textabbildungen 
(Eingegangen um 27. November 1961) 
Einleitung 
Bei theoretischen Untersuchungen des Neutronen- 
flusses in Substanzen mit kleinen geometrischen Ab- 
messungen, in denen die Diffusionstheorie bekanntlich 
sehr ungenaue Ergebnisse liefert, wurden bisher im 
wesentlichen drei Wege beschritten: 
1. Die P,-Methode [I], [2] ,  bei der die Tnkel -  
verteilung der Neutronen nach Kugelfunktionen ent- 
wickelt wird. Diese Reihe, die nach der Kugelfunktion 
n-t,er Ordnung abgebrochen wird, liefert mit machsen- 
dem n eine sukzessive Verbesserung der Diffusions- 
theorie. Daraus folgt, daß diese Methode bei kleinem 
n nur dann zu einem genauen Ergebnis führt, wenn die 
Abweichung von dem der Diffusionstheorie nicht allzu 
groß ist. Für n > 5 wird eine P,-Approximation bei 
zylindrischer Geometrie jedoch so aufwendig, daß sie 
für praktische Berechnungen nicht mehr in Frage 
kommt. Andererseits müßte man aber bis zu Ihgel- 
funktionen von höherer Ordnung als fünf entwickeln, 
wenn man den Neutronenfluß in kleinen, relativ stark 
absorbierenden Medien beschreiben will [3]. 
2. Die Vielfachstoßmethode [4] bis [7], bei der 
sukzessive die Neutronenverteilung nach dem n-ten 
Stoß und daraus durch ~berlagemng der Neutronen- 
fluß berechnet werden. Diese Methode liefert insbe- 
sondere dann gute Ergebnisse, wenn der Fluß sich aus 
Neutronen zusammensetzt, die in dem betrachteten 
Medium nur wenige Stöße machen. Flußberechnungeri 
in ausgedehnten Rloderatorbereichen sind nach dieser 
Methode nicht möglich. Die zitierten Autoren berech- 
nen deshalb im Moderator den Fluß nach der Diffu- 
sionstheorie. 
3. Die Sn-Methode [B], bei der die differentielle 
Form der Transportgleichung t,otal-numerisch gelöst 
wird. Die TVinkelverteilung wird dabei in n Ab- 
schnitte eingeteilt. Der Vorteil dieser Methode liegt 
darin, daß mit ihr das Mehr-Medienproblem verglichen 
mit dem Zwei-Medieriproblem ohne großen Aufwand 
behandelt werden kann. Die Konvergenz dieser 110- 
tode (bei festem n) ist jedoch sehr schlecht, so daß sie 
für kleinere Rechenmaschinen praktisch nicht in Frage 
kommt. 
In der vorliegenden Arbeit wurde die Flußberech- 
nung in Medien mit zylindrischer, sphärischer und 
ebener Geometrie ähnlich wie in der Vielfachstoß- 
theorie durchgeführt, wobei jedoch nicht nach der 
Ordnung der Stöße entwickelt, sondern der unter dem 
Streuintegral auftretende Neutronenfluß durch eine 
Reihe in r2 beschrieben wird, wodurch formal Stöße 
bis zu unendlich hoher Ordnung berücksichtigt werden. 
Dabei geht die Boltzmannsche Integralgleichung in ein 
lineares Gleichungssystem für die Koeffizienten der 
r2-Entwicklung über. Als inhomogenes Glied tritt in 
diesem Gleichungssystem der Flußbeitrag der un- 
mittelbar von außen einlaufenden Neutronen auf, der 
der Einfachstoßverteilung entspricht. Die Berechnung 
dieses Anteils ist nach der hier entwickelten Methode 
für beliebige Anisotropie des einlaufenden Neutronen- 
stromes möglich und für Zylindersymmetrie in Ab- 
schnitt I dargestellt. 
Die hohe Genauigkeit der Berechnung des Neu- 
tronenflusses im Brennstoff kann jedoch nicht voll 
ausgenutzt werden, wenn der einlaufende Strom nach 
der J70rschrift der Diffusionstheorie aus dem Gradien- 
ten des Neutronenflusses am Stabrand berechnet nird, 
~vie dies bei alIen Anwendungen der JTielf;rchstoß- 
theorie geschieht. Daher wird in dieser Arbeit der 
einlaufende Strom aus dem strengen transport- 
theoretischen Integral berechnet (11,l). Der Neu- 
tronenfluß im JZoderator wird durch eine verbesserte 
Diffusionslösung beschrieben (I1,S). Die Krümmung 
am Rand der JJTigner-Seitz-Zelle wird durch direkte 
numerische Integration der Boltzmann-Gleichung ge- 
prüft (II,3). In den Abschnitten I11 bzw. IT7 wird 
diese Methode auf ebene und kiigelsyn~metrische Pro- 
bleme angewandt. 
I. Der Ncutronerifluß iri einem Kreiszyliiider 
1. Umforntung der Transportgleic7~u~~g 
Die allgemeinere Form der Boltzmannschen Trans- 
portgleichung monoenergetischer Neutronen läßt sich 
erheblich vereinfachen, wenn man über die Geometrie 
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und die Neutronenstreuung die folgenden Voraus- 
setzungen macht: 
1. Geometrie sei unabhängig von z und T, den 
Koordinaten längs der Zylinderachse und dem Zuge- 
hörigen Azimutwinkel. 
2. Der betrachtete Zylinder sei homogen. 
3. Die Neutronenstreuung sei isotrop im Labor- 
system (was an Brennstoffkernen gut erfüllt ist). 
Die Substanz des Kreiszylinders wird im folgenden 
mit Uran bezeichnet. Den Uranzylinder denken wir 
uns in ein Moderatorvolumen beliebiger radialer Aus- 
dehnung eingebettet, was die Gültigkeit der Abschnitte 
1.1 bis 1.3 jedoch nicht beeinflußt. 
Abb. 1 
Bezeichnet man die Neutronenflußdichte mit @(r) 
und den Streu- bzw. den totalen Wirkungsquerschnitt 
mit Z8(r) bzw. Z(r), dann schreibt sich die Transport- 
gleichung für den Neutronenfluß im „Uran" in der 
Form : 
worin beide Integrationen über das gesamte Volumen V 
auszuführen sind. Da nach Voraussetzung die Be- 
randung des Uran- und des Afoderatormediums von 
der Koordinante z nicht abhängen, braucht SPu(r) 
nur in einer zur Stabachse senkrechten Ebene berech- 
net zu werden. Diese Aufpunktebene wird im folgen- 
den mit !# bezeichnet (vgl. Abb. 1) 
In Abb. 1 ist Z der Schnittpunkt von '$ mit der 
Stabachse, P der Aufpunkt, P' der Quellpunkt, r der 
3 3 
Vektor Z P ,  r ' = Z P f ,  r=IrI  und r1=Ir'l. &fit ist 
der Stabradius bezeichnet und mit G der von P nach 
-f 
P' weisende Einheitsvektor (-Q ist dann die Flug- 
richtung der Neutronen im Aufpunkt P) .  Aus Abb. 1 
folgt : .-, 
r f =  r + Ql', (2 a) 
wenn 1' den Abstand von Quell- und Aufpunkt angibt: 
Z f =  Ir1- rl. (2b) 
Q(rl, Q) ist die winkelabhängige Int'ensität der Quell- 
dichte der thermischen Neutronen, für die in guter 
Näherung die folgenden Annahmen erfüllt sind: 
-t Q(rl, Q) = Q(r') ist isotrop, d. 11. unabhängig von 0, (3 a) 
Q(rl) = Q, d. h. unabhängig vom Ort im Moderator1, (3 b) 
Q(rl) = 0 im Uran. 
--- 
(30) . 
Die Quellverteilung der thermischen Neutronen ist der 
L7erteilung der epithermischen (nicht der schnellen) Neutronen 
proportional, deren Dichte wegen der geringen Flußdepression 
praktisch unabhängig ist vom Ort. 
Damit ist 
J Q(rl, 6) dd = 4n Q(rl) = Qo (r') , (4) 
worin Q0(r1) die Neutronendivergenz pro Sekunde be- 
zeichnet und die Abhängigkeit von r' nur noch zur 
Unterscheidung von Moderator und Uran gebraucht 
wird. 
Zur Umformung der Integrale (1) spalten wir zu- 
nächst den Integrationsbereich in die beiden mit ,,UC' 
und ,,M" unterschiedenen Medien auf: 
f ~ ( r  + 5 2 )  d~ 
0 
wenn P' im Uran 
= {zz ~ , P ( 1 ' -  l), wenn P' im Moderator liegt. 
Darin bezeichnet I den Abstand des Aufpunktes vom 
Stabrand in der durch 6 angegebenen Richtung. 
Aus (1) wird damit: 
" <O @&(T') e - ~ n > .  $ + SPu (r) = -
4n . 
Um den Aufpunkt P werden Kugelkoordinaten ein- 
geführt : 
6' bezeichne den Winkel zwischen der Stabachse 
(bzw. deren Parallele in P) und dem Vektor d und 
T' den Winkel, den die Projektion von 5 in die Auf- 
punktebene mit der r-Achse einschließt. 
Damit wird aus (6) : 
Der Neutronenfluß im Uranstab setzt sich nach (7) 
aus zwei Termen zusammen, von denen der erste 
Beitrag der im Uran mindestens einmal gestreuten 
Neutronen beschreibt (!Dstr), der Zweite dagegen den 
Beitrag derjenigen Neutronen, die unmittelbar aus 
dem Moderatorraum kommen (QJ) : 
@U (4 = @str(r) + @J (Y), 
mit 
(8) 
2n n 
= 3 [ d  p l ~ s i n ß '  da1 Qu(r +611) e-:''. dl', 
4;2 . S 
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Darin gibt J(&, V') den durch die 3Iantelfläche des 
Uranstabes einlaufenden Strom an: 
W 
z? J ~ ( U . * , ~ ~ )  = -4 n @,,(<i+dl + d ~ ) ~ - ~ ~ ~ d x ,  (lob) 
0 
W 
~ ~ ( 8 ,  pl) = -J4 n e - r " r d ~ .  ( 1 0 ~ )  
0 
-+ 
In (lob) und (10c) ist A' =1'-1 und r +Ql ein Vektor 
vom Aufpunkt P zum Stabrand. [Zur oberen Grenze 
der beiden Integrale in (10) vgl. Abschn. 11.1.). 
Die Integration über 6' in beiden Integralen (9) 
transformiert man am besten in eine solche über 
den Abstand 1 des Aufpunktes von einem Punkt des 
Zylindermantels : 
wenn I0(pf) die Projektion von 1 in die Aufpunktebene 
angibt. 
Damit wird aus (9) : 
Für den einlaufenden Neutronenstrom J verwenden 
wir hier und im folgenden der Einfachheit halber das- 
selbe Funktionszeichen, unabhängig von den Variablen, 
in denen J gerade ausgedrückt wird. 
2. Der Flußanteil der ungestreuten Neutronen 
Der Flußanteil der ungestreuten Neutronen be- 
rechnet sich nach (9b) allein aus dem einlaufenden 
Neutronenstrom J(@, F'), da wir in (3c) angenommen 
haben, daß in dem betrachteten Zylinder keine thermi- 
schen Neutronen ,,entstehen". Ist (3c) nicht erfüllt, 
dann ist der Beitrag der unmittelbar von dieser Quelle 
emittierten Neutronen in (9b) zu addieren. 
Zur Darstellung der Winkelabhängigkeit des ein- 
laufenden Neutronenstroms ist das Kugclkoordinaten- 
system im Aufpunkt- P ungeeignet. Der einlaufende 
Strom wird am besten in einem Koordinatensyst,em 
beschrieben, dessen Ursprung (P") auf dem Stabrand 
liegt, da dann J von P" unabhängig wird. Um P" 
fUhren wir wieder Kugelkoordinaten ein, ~iobei der 
Höhenwinkel 6" und der Azimut~vinkel p" so definiert 
sind, daß (#, p') in (G", P)") übergeht, wenn P zum 
Randpunkt wird (P+ P"). 
Den in den Koordinaten 6" und p" dargestellten 
einlaufenden Strom J(@", Y") entwickeln wir nach 
Kugelflächenfunktionen. Diese Entwicklung wird sehr 
viel schneller konvergieren als die entsprechende Ent- 
wicklung des ein- und auslaufenden Stromes zu- 
sammen, da die letztere MJinkelverteilung in jeder den 
Uranstab tangierenden Richtung unstecig ist und 
Unstetigkeiten der zu entwickelnden Funktion die 
Konvergenz verlangsamen (wie dies bei der P,-h1e- 
thode der Fall ist). 
J(6", V") muß um die beiden Ebenen, die durch 
p" = O  und durch 6" =n/2 definiert werden, spiegel- 
symmetrisch sein. Dies hat zur Konsequenz, daß in 
allen Kugelflächenfunktionen mit ungeradem I die 
Glieder mit geradem m und in denen mit geradem 1 
diejenigen mit ungeradem nz verschwinden [die clop- 
pelte Bedeutung von ,,l" in (5) etc. als Länge und im 
folgenden als Index zur Bezeichnung der Ordnung der 
Kugelflächenfunktionen kann wohl nicht zu Ver- 
wirrungen Anlaß geben]. 
mit 1 + m = gerade. 
Da im folgenden von der Orthogonalität der Kugel- 
flächenfunktionen kein Gebrauch gemacht wird (vgl. 
Abschn. 11), ist es einfacher, die Entwicklung in der 
Form (13 b) anzusetzen: 
J(@", P)") = uoO + ull sin6" cos p" + 
+~„sin26"+crz2sin26"cos2~"+ . . .  . 
(Zur Berechnung der ul, vgl. Abschn. 11.1). 
Der unmittelbare Beitrag der Keutronenquelle 
zum einlaufenden Strom ist wegen (3) isotrop und 
deshalb in uoo entlialten: 
uoo = .oo(@) + aoo(Q). ( 1 3 ~ )  
Nach (10a) ist 
uoo(Q> =JQ.  
Ir_ dem Integral (9 b) für a>J (r) 
wird der einlaufende St,rom 
nicht in der Form (13b), son- A!..!!L , P  
dern in den Variablen 6' und V' ~ b b .  2 
gebraucht. Der Winkel 6" 
stimmt mit 6' überein. P)" ergibt sich aus p' durch 
Projektion des entsprechenden Vekforgerüsts in die 
Aufpunktebene. 
Aus Abb. 2 folgt: 
woraus sich durch elementare Umformung ergibt: 
Im folgenden benutzten wir als Abkürzung 
s (P') = zu . lo (P)'). 
10 
~ i l l  U." = sin 6' = - -- 
I (1Gb) 
erhält man den einlaufenden Neutronenstrom in der 
für die Integration (12b) erforderlichen Form: 
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worin cos F'' mit Hilfe von (15 b)durch  auszudrücken schriebenen anisotropen Anteil (4,) verglichen. Das 
ist. Damit wird aus (12b), wenn wir noch l / l o  mit V absorbierende Medium ist in diesem Beispiel Natur- 
bezeichnen : uran und der Radius des Zylinders beträgt = 1,6 cm. 
= ~ o o F o o ( ~ )  + ul lq l ( r )  +u20F2o(r) + 
+ ~ 2 2 4 2 ( r )  + - - - 
mit 
2 z  m 
3. Der Plußanteil der gestreuten Neutronen 
Zur Berechnung des Beitrags der gestreuten Neu- 
tronen denken wir uns in (12a) den Fluß @, (T) nach 
Potenzen von r2 entwickelt : 
Die Entwicklung nach r2-Potenzen bietet sich an, da 
@U (r) für Zylindergeometrie im wesentlichen von der 
Form I. ( x  r) bzw. in höherer P,-Approximation eine 
Uberlagerung mehrerer Bessel-Funktionen nullter 
Ordnung ist und die entsprechenden Taylor-Reihen 
nur Potenzen mit geradem Exponenten enthalten. 
Bezeichnen wir mit Gn (r) den Anteil der Potenz rZn 
zum Fluß der gestreuten Neutronen, dann schreibt 
sich (9a) in der Form : 
Abb. 3. Vergleich der Funktionen Fo, und Fl, 
Alle in auftretenden inneren Integrale haben die 
Form : 
m 
Aus (19) wird damit allgemein: 
-z 
4 ,n (Y) = 4 J cosm Y" . H2+2 (8 (Y')) d ~ '  (21) 
0 
mit cosm Y'' nach (15b). Für die vollständige Ent- 
wicklung von a>J ergibt sich dann: 
worin die ul, = 0 sind, wenn 1 +m ungerade ist. 
Die Integrale H, (s) werden im Anhang auf elemen- 
tare Funktionen zurückgeführt. Dagegen muß die 
Integration über Y' in (19) bzw. (21) numerisch aus- 
geführt werden. 
Mit (22) und (21) ist die transport-theoretisch 
exakte Berechnung des unmittelbar von einem ge- 
gebenen einlaufenden Strom herrührenden Neutronen- 
flusses in einem zylindrischen Medium auf eine sehr 
gut konvergente Reihe eindimensionaler Integrale 
über bekannte Funktionen zurückgeführt. 
In Abb. 3 ist der isotrope Anteil (Foo) mit dem 
durch die Kugelflächenfunktion 1. Ordnung be- 
Abb. 4 
Bezeichnet man mit rp den Betrag der Projektion des 
Vektors r' = r + 61' in die Aufpunktebene, dann gilt : 
In Abb. 4 ist die Projektion des zur Berechnung von rb 
erforderlichen Vektorgerüsts in die Aufpunktebene 
dargestellt. Daraus ergibt sich : 
Die Länge der Projektion des Vektors a l t  ist nach 
(16 b) gegeben durch : 
Alle bei der Berechnung von Gn(r) auftretenden Inte- 
grale haben damit die Form: 
Bezeichnet man wie in (19) 1/1, mit V und verwendet 
die Abkürzung (16a), dann wird aus (28): 
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Nach Ausführung der inneren Integration haben alle 
Integranden die Form (20), so daß sich die g, auf die 
Integrale E& (s) zurückführen lassen : 
Damit ergibt sich für die ersten drei Funktionen Gn (r) : 
im Bestrahlungskanal usw.). In vielen dieser Fälle 
ist es außerdem ausreichend, den einfallenden Strom 
isotrop anzunehmen [nur a„+ 0 in (13)], so daß die 
Rechnung sich'weiter vereinfacht. In  Abb. 6 sind drei 
charakteristische Flußverteilungen in hoch angerei- 
cherten U02-Zylindern aufgetragen (einfallender Strom- 
isotrop). Die Daten sind: 
"J 
0 I 7,4 - G,(r)=- [r4go+4r3g1cosp'+ ( 3 1 ~ )  j 62- 
-. + r2g2 (4 cos2 p' + 2) + 4 rg3 cos p' + g4] d y' . L r, 
Q ',U 
Zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten an in 
(23) müßte an sich der Neutronenfluß im Uranzylinder 
bekannt sein. Man braucht jedoch die Entwicklung - 
(23) nur im Integranden von (9a). Eventuelle Fehler 
dieser Entwicklung mitteln sich bei der dreifachen 
Integration in (9a) im wesentlichen heraus. Der davon U 
r -  herrührende wird noch weiter wenn Abb. 5. Abweichung der rz-Entwicklung vom transporttheoretisch 
man den nach (22) praktisch streng berechenbaren berechneten ~ l u ß  im Brennstoff 
FluBanteil der ungestreuten Neutronen addiert: 
9 
@U (T) = @J (Y) 4- C an G, (Y). (32) 
n B 
q-43cm e=ug5m Durch die Forderung der kleinsten quadratischen Ab- 
weichung der Entwicklung (23) von Qu(r) nach (32) 7 
lassen sich die an und damit nach (32) der Fluß mit 
beliebiger Genauigkeit berechnen : I "- 
7 
(r) - Ta, rzn]2 r d r  = minimal. (33) B5 
Differentiation nach den a, liefert das folgende in- Y - 
homogene Gleichungssystem zur Bestimmung der an : 
C.( Q2 ( v + l + n )  
-1 - 2 ( v + l + n )  -Gt)  =@$" v=0,1,2, ... (34) n=O 
mit den Momenten: 7 .  I 
D 43 D 825 
@) = rzV+ldr ,  0 42 (35a) Abb. 6. Flußverteilung in zylindrischen Brennstoffproben, berechnet mit 
0 isotrop einfallendem Strom 
- e 
G:)= J G,(r)r2'+ldr, (35 b, 11. Berechnung des einlaufenden Meutroncnstromes 
0 
die sich durch numerische Integration hinreichend I. Entwicklung des einlaufenden Neutronenstroms 
genau berechnen lassen. Da der Fehler der Entwick- nach Kugelflächenfunktionen 
lung (23) die Genauigkeit von QU(r) nur wenig beein- Zur Berechnung des in den Stab einlaufenden Neu- 
flußt, ist es im allgemeinen ausreichend, die Folge der tronenstroms ist die Kenntnis des Neutrorienflusses in 
Indizes n und V in (34) mit dem Wert N = 1 oder N = 2 der Umgebung des Stabes erforderlich. Legt man die 
abzubrechen. Diffusionshypothese: „der Strom berechnet sich an 
In Abb. 5 ist der Neutronenfluß im Uran und die jeder Stelle aus dem Gradienten des Flusses" zugrunde, 
Abweichung der r2-Entwicklung für N = 2 aufgetragen. dann kann man bei Kenntnis des Flusses am Stabrand 
Bei vorgegebenem einfallenden Strom kann also den einlaufenden Strom als Funktion der beiden 
nach (32) der FluB im ,,Uranu beliebig genau berechnet 147inkelvariablen berechnen : J(6", p"). Dabei benut,zt 
werden. Wichtig ist, daß die geschilderte Methode im man die Diffusionshypothese jedoch an der Stelle, 
Gegensatz zu Diffusions- und %-Rechnungen an Ge- an der sie am schIechtesten erfüllt ist, nämlich an 
nauigkeit gewinnt, wenn man zu stark absorbierenden einem ,,Randu. Die davon herrührenden Fehler 
Anordnungen mit kleiner Geometrie übergeht (Sonden, können erheblich sein, insbesondere wird die Größe 
Brennstoffproben von einigen Millimetern Durchmesser des einlaufenden Stromes falsch wiedergegeben werden 
- 5 
0 
.- 
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Einen verbesserten einlaufenden Strom erhält man 
aus einer genaueren Winkelverteilung und den trans- 
port-theoretisch strengen Integralen (10). Da das 
Integral (lob) im allgemeinen numerisch ausgeführt 
werden muß und dann der Strom nur bei diskreten 
Winkeln vorliegt, kann man die Koeffizienten der Ent- 
wicklung (13a) nicht mehr in der übliclien MTeise, d.h. 
durch Benutzung der integralen Orthogonalitätsrela- 
tionen, berechnen. Deslialb wurden in (13b) die 
Kugelflächenfunktionen nicht in ihrer orthonormierten 
Form eingesetzt, sondern als einfache Produkte von 
trigonometrischen Funktionen. Damit entfallt auch 
die Notwendigkeit, in (13b) jeweils nur nacli einer 
kompletten Kugelflächenfunktio~~ abzubrechen, wenn 
sich ein anderes Vorgehen als besser erweisen sollte. 
Die Berechnung des einlaufenden Stromes hängt 
von der speziellen Struktur der Stabumgebung ab. 
Wir behandeln im folgenden den Fall einer zylindri- 
schen Wigner-Seitz-Zelle vom Radius R, die in der 
üblichen Weise durch die Zellrandbedinpng 
abgeschlossen wird. (3G) besagt, daß in jeder Richtung 
der einlaufende Neutronenstrom gleich dem aus- 
laufenden ist. In den von 0 bis auszuführender1 
Integralen (10) kehrt sich danach am Zellrand die 
Integrationsrichtung um und lauft durch das Innere 
der Zelle bis zumgegenüberliegenden Zellrand usw. Bei 
jedem Durchqueren der ganzen Zelle wird dabei der 
Neutronenstrom um den gleichen (jedoch winkel- 
abhängigen) Faktor geschwächt, so daß die Integrale 
(10) sich in eine geometrische Reihe in den ,,Schwa- 
chungsfaktoren" umschreiben und aufsummieren las- 
sen. Bezeichnet man den Abstand des auf dem Stab- 
-f 
rand gelegenen Aufpunkt vom Zellrand in Richtung 0 
mit X und die Dicke des Stabes in derselben Richtung 
mit 2xf, dann ergibt sich für (10 b): 
Da der Neutronenfluß nur von dem Absolutbetrag der 
Projektion des Argumentvektors in die Aufpunkt- 
ebene (= senkrechter Abstand von der Stabachse) 
abhängt, sind die Argumente von @ in (39) entspre- 
chend umzurechnen. Bezeichnen wir mit r„ das 
Argument von a>nl in (39a) und mit ru die entspre- 
chende Größe in (39b), dann ergibt sich: 
rAI + 2 Q %' sin 6" cos V" + A l 2  sin26", (40a) 
ru = l/p2 - 2 p 2' sin 6" cos V'' + 2  2 sin26". (40b) 
Damit sind die Integrale (39) (im allgemeinen nume- 
risch) auszufül~rcn. (39 b) liefert zu (37a) wegen des 
Faktors e-22Mz nur einen sehr kleinen Beitrag, so daß 
man für den Pluß im Uranstab die Entwicklung (23) 
nach r2-Potenzen verwenden kann, mit der sich die 
Integration in (39b) elementar ausführen Iäßt. Man 
erhält : 
m 
Ju (6", V") = 2 an 5, (6", V"). 
n=O 
(41) 
Im allgemeinen ist es ausreichend, die ersten drei 
Glieder in (41) zu berücksichtigen: 
E, = So p2 - 2 sin 6" cos V" SI + 3, sin2 8", (42 b) 
S, = &,e4-4p3~s in6"cos~"+ 
+ 2e2 & sin26"(2 eos2pjr' + 1) - (42 C) 
- 4 3, sin3 8" cos pj" + S4 sin2 6". 
Mit 
y = z u .  X' 
gilt : 
(43) 
JLll (W, p") + Ju(BU, p") . e-2'N J@ (@"' V") = . . -  (37 a)  Speziell ist : 1 - e-2 (-Jfz-t'Vx') 
-T, 
- 2'2 s - -~ 
O- 4 x z u  . (1 - e-2v), und daraus unter Beachtung von (3) oder auch un- (44a) 
mittelbar aus (10 C) : 
- 
e - z r ~ ~  
E,!! S - - -  Q i- 4n(xu)2 (1 -e-y)2, 
. - .-P -- -- - J f)", V'') = Q ( 4nzbf 1 e - 2 ( Z N z + i u ~ ' )  ' (37b) 
2zg jj -- 
2- 4 ~ ( 2 > U ) ~  (1 - 2 y  e-Y- e-2 Aus einfachen geometrischen Oberlegungen folgt: ( 4 4 ~ )  
COS 9)'X' = p Y-- 
sins" ' 
Die in (37s) auftretenden Integrale über den Neu- Nach (37) bis (44) kann man den einlaufenden Strom 
tronenfluß in1 Moderator bzlv. Uranvo]umen sind in jeder gegebenen Richtung berechnen. Da man mit 
gegeben durch : den ersten drei Entwicklungsgliedern in (13b) die 
' 1  Anisotropie im allgemeinen hinreichend genau be- J , f (~ l l ,V1l )  4n ( e - z ~ x -  e - X s r ( z ~ - ~ )  schreiben kann, ist die Berechnung des Stromes nur 1 (39a) in drei Richtungen erforderlich. Wir haben speziell x &(t'+6z +Zz) d x ,  gewählt : 
2, J.= J(;, 0) 
z: J = 4n . [ ( e - ~ ~ ~  - e - ~ u ( 2 z , - 2 j  
0 
) 
( D b )  
X @, (c+ .~z  -6A1)d?.'. I J], = J(0, V") = unabhängig von V". 
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Damit ergibt sich für die ersten drei Ent~vicklungs- 
koeffizienten in (13 b) : 
In  Abb. 7 ist die entsprechende Winkelverteilung dar- 
gestellt. 
2. Der Neutronenfluß im Jfoderutor 
Der Neutronenfluß in der Umgebung des betrach- 
teten Zylinders hangt von der Absorption und damit 
vom Fluß im Innern des Zylinders ab, zu dessen Be- 
rechnung aber der Fluß in der Umgebung erforderlich 
ist. Dieser Sachverhalt legt eine iterative Behandlung 
des Problems nahe, die in Abschnitt 11.3 ausführlich 
besprochen wird. 
Die Umgebung des stark absorbierenden oder 
multiplizierenden Zylinders besteht im allgemeinen 
aus einer oder mehreren Schichten moderierender und 
schwach absorbierender Substanz, in der die Form des 
Neutronenflusses in brauchbarer Näherung nach der 
Diffusionstheorie berechnet werden kann. Daraus be- 
stimmt sich der in den Stab einlaufende Neutronen- 
strom nach 11.1 durch einfache Integration. I n  den 
meisten der in der Praxis interessierendcn Fällen kann 
man die betrachteten Medien als Wigner-Seitz-Zelle 
idealisieren. Aus der differentielien Form der Boltz- 
mann-Gleichung und der TTerknüpfungsbedingung der 
Zelle mit ihrer Umgebung ergibt sich die jeweilige 
Zell-Randbedingung für den Xeutronenfluß. Zum Rei- 
spiel folgt aus (36) : 
Die Diffusionsgleichung in dem moderierenden Me- 
dium, das wir im folgenden der Einfachheit halber als 
homogen annehmen, lautet : 
Darin bezeichnet DAf die Diffusionskonstante im 
Moderator. Für zylindrische Geometrie erhält man 
aus (48) unter Benutzung der Randbedingung (47) 
die Lösung 
Qo @ ~ f ( r ) = ~ { A f ( r ) + l L  (49) 
worin 
I (IR) f ( T )  = I 0 ( x r )  + -% K o ( x r )  h, (4 (50 a) 
mit 
In(%) und K n ( x )  sind die modifizierten Bessel-Funk- 
tionen erster bzw. zweiter Art. 
I n  (49) ist noch eine und nur eine Konst'ante frei, 
um den Neutronenfluß des moderierenden mit dem- 
jenigen des absorbierenden &lcdiums zu verknüpfen. 
Dies ändert sich auch nicht, wenn das moderierende 
Medium in mehreren Schichten aufgeteilt ist. Die 
Transporttheorie liefert jedoch zwei Verknüpfungs- 
bedingungen : 
1. Die ~ te t ig ie i t  der Flüsse an der Mediengrenze: 
2. Die Neutronenbilanz, die wir wegen (36) bzm. 
(47) für eine abgeschlossene Zelle zu benutzten haben: 
xrorin durch Querstriche die entsprechende Fluß- 
mittelung angedeutet ist. 
I n  der reinen Diffusionstheorie wird durch Lösung 
einer (48) analogen Differentialgleichung die Form des 
Neiitronenflusses im Brennstoff bestimmt. Der Ab- 
solutwert ist dagegen noch offen und wird zusammen 
mit A [aus (49)]  zur Befriedigung der beiden Forde- 
rungen (51) und (52) benutzt. Die Neutronenbilanz 
(52) führt im Rahmen der Diffusionstheorie auf die 
Gleichung 
ON A QJ1 =Dud @„, (52) 
die im allgemeinen an Stelle von (52) venvendet wird. 
Bei einer transport-theoretischen Berechnung des 
Neut,ronenflusses im Brennstoff aus dem ebenfalls 
transport-theoretisch bestimmten einlaufenden Strom 
erhält man jedoch außer der Form auch den in Strenge 
zu dem Neutronenfluß im Moderator gehörenden 
Abb. 7. Winkelverteilung des einlaufenden Stromes fur B" = x/!2 und 
9' = 0 arn Stabrand 
Absolutwert des Flusses im Brennstoff. Da damit der 
Absolutwert als freie Konstante entfällt, hat man keine 
Möglichkeit, die beiden Bedingungen (51) und (52) 
gleichzeitig zu erfüllen. Der Vorteil der transport- 
theoretisch strengen Verlinüpfunge des gesamten 
&loderatormediums mit dem gesamten Brennstoff- 
medium über den einlaufenden Strom hat, verglichen 
mit der Diffu~ionst~heorie, den Verlust einer freien 
Iionst,anten zur Folge. TTTelcher der beiden Beclin- 
gungen (51) und (52) man den Vorzug zu geben hat, 
hängt von dem gestellten Problem ab: Zu einer inög- 
lichst genauen Berechnung des Flußverlaufs im Brenn- 
stoff und in desscn unmittelbarer Umgebung (Can etc.) 
ist die Stetigkeitsforderung (51) die wichtigere, da 
wegen der exponentiellen Schrr+icliung eines jeden 
Neutronenstrahls die dem Uran benachbarten Be- 
reiche den größten Beitrag zum Fluß im Brennstoff 
liefern. Die so berechnete Lösung uird im folgenden 
als Lösung I bezeichnet,. Bei der Lösung I1 dagegen 
wird die freie Iionstante A aus der für die ginze Zelle 
geltenden Neutronenbilanzgleic~~ung (52)  best,immt, 
wodurch man wegen des integralen Cliarakt,ers von (52)  
in ausgedehnten moderierenden Gebieten eine gcnauere 
Lösung erhält als ~iacli I. Zum Beispiel wird sich der 
bei der Berechnung von /-Faktoren auft'retende Quo- 
tient nach I1 genauer berechnen lassen als 
nach T. Dagegen wird das TTerliältnis @u(Qj/8u von 
der Lösung I besser wedergegeben. I n  11.5 werden 
die Ergebnisse quantitativ diskutiert und mit denen 
anderer rllethoden verglichen. 
Aus (40) und (61) ergibt sich: 
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mit f ( Q )  nach (50a) und entsprechend aus (52): vorgeben und die eindeutig dazugehörige Quell- 
stärke Qi durch die Iteration berechnen. Durch Um- 
A n = -  Z: & u ~ u  (55) normiemng gewinnt man daraus die Lösung für die 
- & o f . f i f  ' Quellstärke Q,, wobei dann X' in S übergeht. Der 
worin sich f durch Mittelung über das Moderator- Vorteil der genannten Umkehmng der Methode 11 liegt 
volumen bestimmt : darin, daß das Verfahren dann unabhängig von der 
2 Genauigkeit der Ausgangsnähemng konvergiert. An 
f=-- - x ( ~ ~ - e 2 ) { ~ 1 1 ( x r ) - Q r ~ ~ x Q ) +  Stelle von (55) und (57) erhalten wir in jedem Itera- 
(56) tionsschritt Qi und AiI aus 
+ K,(xR) [eK1(xe) - RK,(~R)]}. Q i=TO<[@u(~)+S t ]+  e2f(e) T z s u ,  (58a) (R2 - e2) f 
Da die Stetigkeitsbedingung (51) bei der Lösung II 
nicht erfüllt ist, unterscheiden sich die Randwerte 
Abb. s 
des Neutronenflusses an der Brennstoffoberflache um 
einen endlichen Betrag 
der um so kleiner wird, je genauer der Fluß in der 
Brennstoffumgebung bekannt ist. 
3. Der Iterationsz yklus 
Die Berechnung des Neutronenflusses im Mode- 
rator mit Hilfe der Konstanten A aus (54) oder (55) 
ist, wie mehrfach erwähnt, als Teil eines Iterations- 
zyklus aufzufassen: Bei ~vilikürlich vorgegebener 
Quellstärke Q, lösen wir zuerst das Diffusionsproblem 
für die gesamte Zelle. Aus dem sich dabei ergebenden 
Neutronenfluß im Moderator ist der in das Uran ein- 
laufende Strom nach (37) bis (40) für die in (45) an- 
gegebenen speziellen Richtungen zu bestimmen. Die 
Koeffizienten al, der Entwicklung (13 b) nach trigono- 
metrischen Funktionen ergeben sich dann aus (46), 
so daß nach Abschnitt I der Neutronenfluß im Uran 
berechnet werden kann. ober (54) oder (55) gewinnt 
man den für den nächsten Iterationsschritt erforder- 
lichen Neutronenfluß im Moderator. Zur Berechnung 
der Lösung I ist das angegebene Iterationsverfahren 
in jedem Falle anwendbar, bei der Lösung I1 dagegen 
nur, wenn eine hinreichend genaue Anfangsnähemng 
bekannt ist1. Dies führt nach der Konvergenz zu einem 
eindeutigen Zusammenhang zwischen Q, und dem 
„Sprung" X. &Ian kann deshalb in der Methode I1 
das Verfahren umkehren, d.h. einen ,,Sprungu X' 
Der von einer Ungenauigkeit des Flusses im Moderator 
herrührende kleine Fehler in hat wegen der scharfen Korn- 
pensation auf der linken Seite von Q o  - 2:ku - = ,? - 
vif a Dill 
einen sehr großen Effekt auf (d.h. den Neutronenfluß 
im Moderator für den nächsten Iterationsschritt) , da .Zf bei 
den meisten Moderatoren extrem klein ist. 
4. Konsistenzrechnung am Zellrand 
Setzt man den durch die Iteration gewonnenen 
Fluß in den Integranden der Transportgleichung (1) 
ein und berechnet daraus den entsprechenden Fluß- 
wert am Zellrand [im folgenden mit QTr(R) bezeich- 
net], so erhält man eine Aussage über die Krümmungs- 
verhältnisse des Flusses in dem Zellrandbereich. 
Wegen des Schwächungsfaktors e-zMr wird die nähere 
Umgebung des Randgebietes den Hauptbeitrag liefern. 
Bei gegenüber der Wirklichkeit zu starker Krümmung 
des Flußverlaufs bei r = R werden demnach von dort 
zu wenig Neutronen ankommen, der transport-theore- 
tische Wert QTr (R) wird also kleiner sein als der durch 
Iteration berechnete Randwert @$, . Umgekehrt wird 
bei zu schwacher Krümmung @„ (R) > dji, (R) sein. 
Verträglichkeit (Konsistenz) des Randwertes mit dem 
Fluß in der Randumgebung wird @Ti (R) = @<, (R) zur 
Folge haben. Wenn wir (1) so umformen, daß die am 
Zellrand ankommenden Neutronenströme (J(,)) explizit 
auftreten, erhält man für QTr(R) 
25% X 1 
@ T r ( ~ )  = J dq" J d6" sin 6" X 
0 0 
x {JAR)(8", F") 4- JhR' ( W 1 ,  pr')f . ) 
Aus einer ähnlichen Oberlegung wie im Abschnitt 11.1 
ergibt sich : 
X bezeichnet wieder den Abstand vom Aufpunkt PR 
zum Stabrand, wenn die Integrationsrichtung durch 
den Brennstab läuft bzw. die Hälfte des im Moderator 
durchlaufenen Weges bei einer Integrationsrichtung, 
die den Stab nicht trifft: 2s' ist die Dicke des Stabes 
in der betrachteten Richtung. 
In Abb. 8 ist die Projektion (Index P) der Vektoren 
in die Aufpunktebene gezeichnet. Ist p, der halbe 
Öffnungswinkel, unter dem von P, der Stab erscheint, 
so ergibt sich: 
1 
X = - sln8" (R cos q f r  - ]1;2-} 
für p < q „  
cos V'' 
z=R-- 
sin 6" 
1 
X' = - 
sin 8" ]!e2 - R2 sin P" 
für p z p , ,  (Glb) 
für 
X' = 0 für p 2 p,. (Gld) 
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Weiter ist : 
0 
Die (40a) und (40b) entsprechenden Argumente der 
Flußfunktionen sind jetzt gegeben durch 
Für den Fluß im Uran verwenden wir wieder die 
Entwicklung (23) nach r2-Potenzen und erhalten : 
m 
JU(6", P") = 2 an S$ (B", C"). 
n=O 
(64) 
Hierbei sind die drei ersten Terme gegeben durch 
Die Größen 3, sind in (44) angegeben. 
Für die Winkelverteilung ist eine Entwicklung 
nach Kngelflächenfunktionen nicht mehr geeignet, da 
diese die auf dem kIeinen MTinkelbereich p < po be- 
schränkte Absenkung des Stromes J(8", 9") erst in 
sehr hoher Näherung wiedergeben kann. Deshalb 
wurde nach (GOa) und (6Ob) der Strom J($", 9") = 
J@ + JQ für eine Reihe von Winkelpaaren (8", p") 
berechnet und durch diese Stiitzpunkte eine Polynom- 
kurve über kleinste quadratische Abweichung gelegt. 
Für die numerische Rechnung erweist es sich als 
zweckmäßig, die Differenz 
zu entwickeln mit 
~ " @ M ( R )  + Q, J,, = J(0,p") = 4x2MM' 
Mit 
2 
J(8", p") = C 6~ (8") v 2 k  für 0 1 1 p S , ~ ~ ,  (68a) 
B = O  
4 n J($", 9") = 2 A (8") - %)'' für p o s  p?S - (6G b) 
B = l  
2 
läßt sich die Winkelverteilung für jedes 8" sehr genau 
darstellen. In Abb. 9 ist eine solche charakteristische 
Verteilung für 6" = n/2 angegeben. 
5. Diskussion der Ergebnisse 
Die in Abb. 10, 11 und 12 dargestellten Neutronen- 
flüsse sind für eine zylindrische Wigner-Seitz-Zelle aus 
natürlichem Uran als Brennstoff (Radius 1,6 cm) und 
schwerem Wasser als Moderator gerechnet ; der Zell- 
radius beträgt 9,5 Cm. 
Folgende Wirkungsquerschnitte liegen der Rech- 
nung zugrunde : 
Uran : ZU= 0,744 [cm-l] D20 : ZM = 0,4168 [cm-l] 
&!' = 0,386 X:*= 0,41672 
i:F= 0,358 i:if= 8 .  10-5 
und 
1 Q,,, = - = 0,01 [cm-l] . L 
In Abb. 10 sind die im Stabzentmm auf Eins norrnier- 
ten Neutronenflüsse im Brennstoff, berechnet nach 
0,262 
42sa V D 
T/$ m 
q9 "- 
Abb. 9. Winkelverteilung am Zellrand für B"= n/Z. o Stützpunkte; 
- Reihe (66) 
7,Br i, 
Abb. 10. Flußverteilung in einem Brennelement aus natürlichem Uran (e = 1.6 Cm) 
fünf verschiedenen Methoden, eingetragen. Man er- 
kennt, daß die nach der Diffusionstheorie (D) mit 
x, =0,707 berechnete Flußverteilung deutlich ab- 
weicht von den Flußkurven LI, Lu, Li„ (berechnet 
mit isotrop einfallendem Strom) und P„ welche nur 
im Stabrandgebiet merkliche Unterschiede aufweisen. 
Um eine Aussage über die Genauigkeit der von den 
einzelnen Methoden gelieferten Lösungen machen zu 
können, berechnen wir einen Neutronenfluß im Uran, 
der erheblich genauer ist als alle in Abb. 10 darge- 
stellten Lösungen. Dazu gehen wir von der Tatsache 
aus, daß der mit isotrop einlaufendem Strom berech- 
nete Fluß (Li„) sich um weniger als G,2% von der 
LI-Lösung unterscheidet. Berücksichtigt man die 
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Anisotropie des einlaufenden Stromes wie bei LI, so 
wird der Neutronenfluß im Uran um sehr viel weniger 
als 6,2% von der exakten Lösung abweichen. Eine 
noch genauere Neutronenverteilung ergibt sich, wenn 
man die Anisotropie des einfallenden Stromes statt 
aus einer Diffusionstheorie (LI)  aus einer 8- oder 
&',-Rechnung bestimmt und dazu nach Abschnitt I 
Abu. 11. Abweicliung der FIiißiserteilungen von der I:*-LOsung 
iiii Breriiistoff 
den zugehörigen Fluß in1 Brennst,off, bzw. 8: aus- 
rechnet. Es ist nur 1>5 von uns ermittelt ivorden, da 
S$ sich von P,* beliebig wenig unt,erscheiden wird. 
In  Abb. 11 ivurden alle Flußmerte der in Abb. 10 
benachbarten Kurven durch die entsprechenden 
Flußiverte der PS-Lösung dividiert, um die Unter- 
Abu. 12. BluCverteilungen in  der Wigner-Seitz-Zelle mi t  Natururan als 
Brennstoff (Q = 1,G cni) und D,0 als Jloderator (Zellradius R = 9,5 cm) 
schiede besser darstellen zu können. Bfan entnimmt 
diesem Bild, daß LI die genaueste der nach den ver- 
schiedenen Methoden ermittelte J?lußverteilung im 
Brennstoff darstellt. Der Flußwert am Stabrand nach 
LI ist um 1'36, der RGttelivert um 0,4% kleiner als die 
entsprechenden Werte der PS-Lösung. Lösung 11 
Iiefert etwas höhere Flußxerte als P: und hat prak- 
tisch die Genauigkeit einer X,-Rechnung. Pi liefert 
eine Flußrerteilung, die im ganzen Brennstoffbereich 
über LI lind Ln liegt. Die Tatsache, daß die Kurven 
P,* und P, nicht zusamn~enfallen, meist auf dic sclilech- 
te Konvergenz der bei der P,-Methode für das ge- 
samte T%'inkeliiit~ervall ausgesetzten Entwicklung der 
Winkelverteilung nach ICugelfliichenfunktionen hin 
(s. oben). Es muß besonders hervorgehoben werden, 
daß sogar die mit isotrop einfallenden Strom berech- 
nete Flußverteilung Li„ bis auf die direkte Stab- 
umgebung genauer ist als P„ insbesondere auch der 
Mittelwert. Den gesamten Anisotropieeffekt des ein- 
laufenden Stromes auf die Flußverteilung im Brenn- 
stoff findet man als Differenz von Li„ und P,*. E r  
bet2rägt weniger als 5,1% . 
Das Verhalten der Lösungen iin ~Ioderatorvolumen 
ist aus Abb. 12 zu entnehmen. Die Lösung LII ,liefert 
über weite Bereiche P, oder #,-Genauigkeit, besonders 
im Hinblick auf &Iittelwertbildungcn. Am Stabrand 
erscheint der effektive Sprung X relativ groß. Der 
Grund hierfür ist die „Steifheitu der Diffusionsform 
im Xoderator, die wegen des kleinen Wertes von 
xD,o =0,01 stärkere ICrümrnung in Stabnähe nicht 
beschreiben kann. Der transporttheoretisch berech- 
nete Konsistenzpunkt am Zellrand QTr (R) ist um 
1,5°100 größer als a i t (R)  (vgl. 11.4). Dies bedeutet, 
das die ISümmiing von LII am Zellrand etwas zu 
schwach ist. Bei dcr Lösung LI ist diTr (R) um 4,5OloO 
kleiner als diit (X), die Iirümmiing am Zellrand ist also 
viel zu groß. Nach Abb. 12 sollte P, etwa die richtige 
ICrümmung am Zellrand besitzen. Die Lösung LI ist 
natürlich nur in der Stabumgebung sinnvoll zu ver- 
wenden (vgl. 11.2) und liefert dort den genaueren 
Fliißverlauf als LII. Das ist dann von besonderer Be- 
deutung, wenn man den Neutronenfluß im Brennstoff- 
Can, Kühlspalt oder Führungsrohr möglichst gut 
kennen will. Dazu kann man in allen diesen Medien 
die Flußform aus der Diffusionstheorie berechnen, die 
üblichen Randbedingungen der Diffusionstheorie an 
den hfediengrenzen benutzen und die übrigbleibende 
freie Konstante der so gewonnenen Mehrmedienlösung 
durch die Stetigkeitsforderung (51) am Uran-Rand 
bestimmen. 
Ein interessantes Ergebnis ist das Verhältnis 
q,I/60 für Li„. Berechnet man aus dem isotrop 
einfallenden Strom den konstanten Flußwert im 
Noderator, so ergibt sich unter Vernachlässigung der 
Tabelle 1. Plußwerte für die JVigner-Seitz-Zelle aus Natururan 
und D,O (Zylinderradius Q = 1,6 Cm, Zellradius R = 9,5cm) 
Absorption im Moderator und des geringen Beitrags 
von der Quelle Q, Qiso = 4 z Ji„. In  diesem Falle, 
wo also im Moderator überhaupt nichts gerechnet 
wird, ergibt sich für (dj,ll/a)U)iso fast genau der Wert 
der P,-Näherung. 
I n  Tabelle 1 sind für Natururan als Brennstoff 
(Zylinderradius = 1 , G  Cm; Zellradius R =9,5 cm) 
die interessierenden Flußgrößen für die verschiedenen 
Nethoden zusammengestellt. Die sich bei der P,- und 
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Sn-Methode ergebenden Werte sind einer früheren 
Arbeit von H. KÜSTERS [3] entnommen. 
In  Tabelle 2 ist die prozentuale Abweichung (be- 
zogen auf P,*) der Flußmittelwerte im Brennstoff der 
hinsichtlich ihrer Genauigkeit geordneten Lösungen 
eingetragen. 
Tabelle 2. Prozentuale Abweichung der Flußmittdwerte im 
Brennstoff, bezogen auf 
Nethode I / LI 1 LIX 1 S. / Lir I PS 
Die Rechenzeiten betragen auf der Rechenmaschine 
vom Typ Zuse (Z 22) für LI oder LII etwa 11/, Std (zum 
Vergleich; P, benötigt 3 Std, X, sogar 14 Std). Eine 
Berechnung von hI mit sofort nachfolgender Berech- 
nung von LI beträgt weniger als 2 Std, da nur der 
Iterationszyklus in veränderter Form nochmal zu 
durchlaufen ist. 
III. Der oberie Fall 
Da das Vorgehen analog den Abschnitten I und I1 
ist, beschränken wir uns auf die Angabe der wesent- 
lichsten Formeln für die Berechnung des Flusses in der 
Brennelementplatte. Auf die Darstellung der Mode- 
ratorlösung wollen wir verzichten, da lediglich die 
Bessel-Funktionen durch Exponentialfunktionen er- 
setzt werden müssen, an dem iterativen Auflösungs- 
verfahren sich jedoch nichts ändert. Ist 6' der Winkel 
-+ 
zwischen de x-Achse und der Integrationsrichtung 
( = negative Flugrichtung der Neutronen), so lautet 
die Transportgleichung für eine in zwei Richtungen 
unendlich ausgedehnte Platte (1 = Abstand vom Auf- 
punkt zum Plattenrand in der betrachteten Richtung) : 
Ist 1, die Projektion von 1 auf die x-Achse (s. Abb. 13), 
so gilt: 
d - X  C O S ~ ' = - $ = ~  für 0 5 8 ' 5 n / 2 )  (68a) 
I G 
C o S $ j ' = h = - ~  
1 d'x für n/2<8Sn: I (68 b) 
Wir verzichten bei der Entwicklung des einfallenden 
Stromes (6" = 6') 
0 
wieder auf die Orthogonalität der Kugelfunktionen 
und schreiben : 
den Anteil OJ der nicht gestreuten Neutronen 
C a  
GJ=2nC%{En+2(sl) + (-1)nEn+2(s2)}. (71) 
n-0 
Dabei ist : 
Von den Integralen (73) ist speziell 
die Integrale höherer Ordnung lassen sich rekursiv 
berechnen aus 
1 E, (s) = -- {e-8 - s Enll}. 
n-1 (734 
Die Entwicklungskoeffizienten ul werden wie irn 
Zylinderfalle in jedem Iterationsschritt aus dem ent- 
sprechenden Moderatorfluß für diskrete Richtungen 
ausgerechnet. 
Abb. 13 
Zur Berechnung des Flußanteils Ost, der ge- 
streuten Neutronen läßt sich eine Entwicklung des 
Uranflusses nach x2-Potenzen angeben, da die strenge 
Lösung sich im Sinne einer P,-Entwicklung aus 
hyperbolischen Cbsinus zusammensetzt : 
m 
QU(x) = 2 a,,x2'~. 
n-0 
(74) 
Man erhält : 
C u  
@ ~ t r  = 2 anrn. 
n-0 
(75) 
Hierbei ist : 
= Gn (81) + G, ($2) - (76a) 
Die ersten drei Glieder lauten: 
Go ( ~ 2 )  = go (82) 
G1 (82) = x2g0 (82)  - 2 291 ($2) + 9.2 (82) 
G2 (82) = x4 SO (82) - 4 9 g1 ( ~ 2 )  + 6 x2 g2 (8-) - i ( 7 6 ~ )  - 4 X g3 ( ~ 2 )  + 94 ( ~ 2 )  . 
Dabei ist 
wobei das obere Vorzeichen für 1, =d - X, das untere Die Koeffizienten a„ in (74) und (75) werden wie- 
Vorzeichen für Zo =d+x gilt. Dann ergibt sich fiir der über die Forderung der kleinsten quadratischen 
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Abweichung bestimmt. Der Neutronenfluß in der 
Brennelementplatte ergibt sich dann also aus 
IV. Der kuglsymmetrische Fall 
Auch hier beschränken wir uns auf die Angabe 
der Formeln zur Berechnung des Flusses in der Brenn- 
elementkugel. Die Transportgleichung lautet : 
1 
@,(T) + 
0 0 
X W 
-+- +Jd6'~in6'e-'~~ 
0 
J x  
X {E? (r + (I + 11)6) + Qo} e-"'. dl' 
= @str + @J. 
6' ist der Winkel zwischen r-Achse und der betrachte- 
ten Richtung 3, 1 der Abstand vom Aufpunkt zum 
Kugelrand in der betrachteten Richtung. Die Ent- 
~vicklung des einfallenden Stromes schreiben wir wie 
im ebenen Fall: 
J C ~ " )  = + a1 cos6" + a, cos28" + . . . . (80) 
Es ist [vgl. (15a) und (15b)l 
1 1-------- cos 8" = 1 p2 - r2 sin2S1, 
L> 
(8la)  
Dann wird 
7 
Die in (82) auftretenden Integrale lassen sich nur 
numerisch ausführen (sie entsprechen der ebenfalls 
numerisch auszuführenden @-Integration im Zylinder- 
fall) . 
Die Entwicklung des Uranflusses nach r2-Potenzen 
liefert für den Beitrag der gestreuten Neutronen: 
@ ~ t r =  2 anGn. (83) 
n 
Die ersten Glieder sind 
0 
+ (4 r2 cos2 6' + 2 r2) g2 + 4 r cos 8' . g3 + g4} X 
X sin 6' d6' . 
Dabei ist jetzt I 
Die Größe 1 in (84) und (85) ist durch (81 b) bestimmt. 
Fräulein R. Kww danken wir sehr für die Durch- 
führung der numerischen Rechnung. 
Die in Abschnitt I und I1 auftretenden Integrale 
H,(s) sind bereits von G.11'. BICKLEY [10] untersucht 
worden und werden hier noch einmal zusammen- 
gestellt : 
00 
Durch partielle Integration von (A.2) erhält man die 
Rekursionsformel 
Speziell ist : 
Ho (8) = KO (s) 2 (A.4) 
wobei K0 (s) die modifizierte Bessel-Funktion zweiter 
Art ist. Durch partielle Differentiation nach s erhält 
man 
00 
Für H, erhält man nach einiger Rechnung: 
JZ 
H, (8) = - s{K0 (s) . Rh1' (8) + s . Kl (s) Rh2' (8)) (A.6) 
wobei die Größen Rg) und Rr' mit den Lommel- 
Funktionen verknüpft sind über 
und folgende rasch konvergente Entwicklungen be- 
sitzen : 
Für n& 2 sind also sämtliche Integrale H, über die 
Rekursionsformel (A.3) berechenbar. 
Für s = 0 ergibt 
n- i  
n-1  
für i t = l ,  
I für TL= 2 ,  
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